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úåøòäå íééåðéù - úåéè÷ôîå÷ä èôùîå úîà éöò :'å ÷øô

äèåùô àéä äçëåää .úîàä õòá úùîúùî äðéàù úåéè÷ôîå÷ä èôùî ìù úéôåìç äçëåä ïàë àéáð
.éììëä äø÷îá øúåé äù÷å äéðî úá äôùä åá éèøôä äø÷îì øúåé

.¬φ ∈ Γ åà φ ∈ Γ íéé÷ φ ÷åñô ìëì íà úéðúòãúéðúòãúéðúòã úàø÷ð Γ íé÷åñô úöåá÷ .äøãâä 6.41äøãâä 6.41äøãâä 6.41
.¬P ∈ Γ åà P ∈ Γ íéé÷ P éãåñé ÷åñô ìëì íà íééãåñéä íé÷åñôì úéðúòãíééãåñéä íé÷åñôì úéðúòãíééãåñéä íé÷åñôì úéðúòã úàø÷ð Γ

.íééãåñéä íé÷åñôì úéðúòã Γ äöåá÷ì úåéè÷ôîå÷ä èôùî úà çéëåð äìéçú
.íééãåñéä íé÷åñôì úéðúòã àéäù Γ íé÷åñô úöåá÷ ìëì íéé÷úî úåéè÷ôîå÷ä èôùî .äîì 6.42äîì 6.42äîì 6.42

äìéëî àéä P éãåñé ÷åñô ìëì ïëìå ,åúìéìùå ÷åñô äìéëî äðéà àéä úéîå÷î úéá÷éò Γ-ù ïååéëî .äçëåääçëåääçëåä
.¬P -å P íé÷åñôä ïéáî ãçà ÷åéãá

:P éãåñé ÷åñô ìëì ,òá÷ðù é"ò A äðáî øéãâð

A(P ) =
{

T P ∈ Γ íà
F P 6∈ Γ íà

.A |= φ íéé÷ φ ∈ Γ ÷åñô ìëì éë äúò çéëåð
ψ ÷åñôì ,ïëì íãå÷ øáë åðéùòù éôë .φ-á íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôä P1, . . . , Pn åéäéå φ ∈ Γ éäé
,A úøãâä éôì .ji = A(Pi) éäé 1 ≤ i ≤ n ìëì .¬ψ úà ψ(F )-áå ψ úà ψ(T )-á íéðîñî åðà åäùìë
íéé÷å ji = A(Pi) = F æà Pi 6∈ Γ íàå ,P (ji)

i = Pi ∈ Γ íéé÷å ji = A(Pi) = T æà Pi ∈ Γ íà
íà ,àéä ∆ = {P (j1)

1 , . . . , P
(jn)
n , φ} íé÷åñôä úöåá÷ .P (ji)

i ∈ Γ äø÷î ìëá êë .P (ji)
i = ¬Pi ∈ Γ

1 ≤ i ≤ n ìëì .B ìãåî äì ùéå ,úéá÷éò ∆ úéîå÷î úéá÷éò Γ-ù ïååéëîå ,Γ-ì úé÷ìç úéôåñ äöåá÷ ,ïë
ìò íéëøòä íúåà úà íéìá÷î B-å A íéðáîä êë .B(Pi) = ji = A(Pi) ïëìå B(P (ji)

i ) = T íéé÷
.çéëåäì åðéìò äéäù äî äæå ,A(φ) = B(φ) = T ïëìå φ-á íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôä ìë

,íééãåñéä íé÷åñôì úéðúòã à÷ååã åàì ,àéäùìë Γ äöåá÷ì úåéè÷ôîå÷ä èôùî úà çéëåäì éãë
úåéá÷éòá òåâôì éìáî íééãåñéä íé÷åñôì úéðúòã Γ∗ äöåá÷ì Γ úà áéçøäì øùôàù úåàøäì åðéìò
íéñçéä áéùçúì íâ úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåäì íâã ùîùì ìëåú úéçëåðä äçëåääù éãë .úéîå÷îä
úåéá÷éòá òåâôì éìáî úéðúòã Γ∗ äöåá÷ì Γ úà áéçøäì øùôàù àéäå øúåé ä÷æçä äðòèä úà çéëåð
ãçà íà àìà ,¬φ úà åà φ úà Γ-ì óéñåäì ,φ ÷åñô ìëì ,êøèöð Γ∗-ì Γ-î øåáòì éãë .úéîå÷îä
,äæ ïååëá ããåá ãòö úåùòì øùôàù äàøîä äôñåää úîì úà çéëåð äìéçú .Γ-á àöîð øáë íäéðùî
íéðåùä íéãòöá úåðáðä íé÷åñôä úåöåá÷ ìë úà ãçàì øùôàù äàøîä ãåçéàä úîì úà çéëåð äéøçàå

.ùøãðë úçà äöåá÷ì
∆∪{φ} úåöåá÷ä úçà úåçôì ,φ ÷åñô ìëìå ,úéîå÷î úéá÷éò ∆ íé÷åñô úöåá÷ ìëì .äôñåää úîì 6.43äôñåää úîì 6.43äôñåää úîì 6.43

.úéîå÷î úéá÷éò àéä ∆ ∪ {¬φ} -å
úú äì ùé úéîå÷î úéá÷ò äðéà ∆∪{φ} -ù ïååéëî .úéîå÷î úåéá÷éò ïðéà åìà úåöåá÷ éúùù çéðð .äçëåääçëåääçëåä
Σ-ì óéñåäì íéìåëé åðà úøçà éë φ úà äìéëî Σ éë çéðäì íéàùø åðà .úéá÷éò äðéàù úéôåñ Σ äöåá÷
íâ úéá÷ò àì äöåá÷ äôé÷îä íé÷åñô úöåá÷ éë ,Σ ìù úåéá÷òä éà úà äðùú àì úàæ äôñåäå φ úà
ïôåà åúåàá ÷åéãá .ψ1, . . . , ψn ∈ ∆ -ù ïëéä ,{ψ1, . . . , ψn, φ} äøåöä úìòá àéä Σ ïëì .úéá÷ò àì àéä
,úéá÷éò äðéàù {χ1, . . . , χm,¬φ} äöåá÷ úîéé÷ æà úéá÷éò äðéà ∆ ∪ {¬φ} -ù ïååéëî éë íéàåø åðà
úéîå÷î úéá÷éò ∆-ù ïååéëîå {ψ1, . . . , ψn, χ1, . . . , χm} ⊆ ∆ ïë íà íéé÷ .χ1, . . . , χm ∈ ∆ øùàë
é÷åñô ìë æàå ,B(φ) = T :'à äø÷î .íéø÷î éðù åéá ïéçáð .äìù ìãåî B éäé .úéá÷éò àéä úàæ äöåá÷
,B(φ) = F :'á äø÷î .úéá÷éò äðéà úàæ äöåá÷ù êëì ãåâéðá ,B-á íééúéîà {ψ1, . . . , ψn, φ} äöåá÷ä
êë .úéá÷éò äðéà úàæ äöåá÷ù êëì ãåâéðá ,B-á íééúéîà {χ1, . . . , χn,¬φ} äöåá÷ä é÷åñô ìë æàå

.úéîå÷î úéá÷éò äðéà ∆ ∪ {¬φ} -å ∆ ∪ {φ} úåöåá÷ä ïî úçà óàù äçðää ïî äøéúñì åðòâä
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äôùì úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåäì ä÷éôñî äðåùàøä .úåàñøâ éúùá úàæ äîì àéáð .ãåçéàä úîì 6.44ãåçéàä úîì 6.44ãåçéàä úîì 6.44
.úéììë äôùì úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåäì äùåøãå øúåé úéììë äéðùäå äéðî úá

.i < j øåáò Γi ⊆ Γj -ù êëå úéîå÷î úéá÷éò ïäî úçà ìëù íé÷åñô úåöåá÷ úøãéñ Γ1, Γ2, . . . éäú .à
.úéîå÷î úéá÷éò

⋃∞
i=1 Γi íâ æà

Γ,∆ ∈ ìëìù øîåìë ,äô÷ää é"ò äøåãñ àéäù úéîå÷î úåéá÷éò íé÷åñô úåöåá÷ ìù äöåá÷ W éäú .á
úéá÷éò àéä W éøáéà ìù

⋃
W =

⋃
G∈W Γ ãåçéàä úöåá÷ íâ æà .∆ ⊆ Γ åà Γ ⊆ ∆ íéé÷ W

.úéîå÷î
êë mi íéé÷ 1 ≤ i ≤ n ìëì .

⋃∞
i=1 Γi -ì úé÷ìçä úéôåñ äöåá÷ {ψ1, . . . , ψn} éäú .à .äçëåääçëåääçëåä

ïëìå Γmi
⊆ Γk íéé÷ 1 ≤ i ≤ n ìëì æàå m1, . . . ,mn ïéáî ìåãâä øôñîä k éäé .ψi ∈ Γmi

-ù
.úéá÷éò {ψ1, . . . , ψn} úéîå÷î úéá÷éò Γk-ù ïååéëîå ,{ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γk éë åðéàø êë .ψi ∈ Γk

êë Γi ∈ W íéé÷ 1 ≤ i ≤ n ìëì .
⋃

W -ì úé÷ìçä úéôåñ äöåá÷ {ψ1, . . . , ψn} éäú .á
,Γ1, . . . ,Γn ïéáî úéáøéî Γk äöåá÷ úîéé÷ äô÷ää ñçé é"ò éøîâì äøåãñ W -å úåéä .ψi ∈ Γi -ù
.{ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γk ïëì ψi ∈ Γi ⊆ Γk íéé÷ 1 ≤ i ≤ n ìëìå úåéä .1 ≤ i ≤ n ìëì Γi ⊆ Γk øîåìë⋃

W éë åðçëåä êëáå ,úéá÷éò àéä {ψ1, . . . , ψn} äöåá÷ä ïëì úéîå÷î úéá÷éò àéä Γk ∈ W -å úåéä
.úéîå÷î úéá÷éò àéä

úéá÷éò Γ∗ íé÷åñô úöåá÷ì äáçøäì úðúéð Γ úéîå÷î úéá÷éò íé÷åñô úöåá÷ ìë .úåðúòãä úîì 6.45úåðúòãä úîì 6.45úåðúòãä úîì 6.45
.úéðúòã úéîå÷î

âéöäì ïúéð ïëìå ,äééðî úá àéä íé÷åñôä úöåá÷ äéðî úá äôùá .äéðî úá äôùì úåðúòãä úîì úçëåääéðî úá äôùì úåðúòãä úîì úçëåääéðî úá äôùì úåðúòãä úîì úçëåä
n > 0 øåáòå ,Γ0 = Γ äéñøå÷øá øéãâð .φ1, φ2, . . . äøãéñá äôùä ìù íé÷åñôä ìë úà

Γn =
{

Γn−1 ∪ {φn} úéîå÷î úéá÷éò Γn−1 ∪ {φn} íà
Γn−1 ∪ {¬φn} úøçà

.Γm ⊆ Γn æà m ≤ n íà m,n ìëì ïëìå ,Γn−1 ⊆ Γn -å ¬φn ∈ Γn åà φn ∈ Γn n ìëì éë äúò øåøá
úéá÷éò Γ åðúçðä éôì éë úéîå÷î úéá÷éò Γ0 .úéîå÷î úéá÷éò Γn éë ,n ìò äéö÷åãðéàá ,äúò çéëåð
àéäå úàæ äöåá÷ àéä Γn æà ,úéîå÷î úéá÷éò Γn−1∪{φn} íà æà úéîå÷î úéá÷éò Γn−1 íà .úéîå÷î
Γn−1∪{¬φn} äöåá÷ä äôñåää úîì éôì æà ,úéîå÷î úéá÷éò äðéà Γn−1∪{φn} íàå ,úéîå÷î úéá÷ò

.Γn àéä úàæ äöåá÷ Γn úøãâä éôìå ,úéîå÷î úéá÷éò àéä
.Γn ⊆ Γn+1 Γn+1 úøãâä éôì ,íéé÷ n ìëì éë øåøá .Γ∗ ⊇ Γ0 = Γ .Γ∗ =

⋃∞
n=1 Γn éäú úòë

íâ ,ãåçéàä úîì éôì ,ïëì úéîå÷î úéá÷éò àéä Γn äöåá÷ ìëå úåéä .Γm ⊇ Γn íéé÷ m > n ìëì ïëì
åà φn ∈ Γ∗ ïëì Γn ⊆ Γ∗ -ù ïååéëîå ¬φn ∈ Γn åà φn ∈ Γn n ìëì .úéîå÷î éá÷éò àåä Γ∗ ãåçéàä

.úéðúòã Γ∗ -å ,¬φn ∈ Γ∗

úøåúá éæëøî èôùî àéäù ïøåö ìù äîìì íé÷å÷æ åðà úåðúòãä úîì ìù éììëä äø÷îä úçëåäì
.ïàë åúåà çéëåð àì ìáà ,åðéëøöì íéàúîä çåñéðá ,ïàë åúåà àéáðù úåöåá÷ä

.úåöåá÷ ìù W äöåá÷ì íéòâåðä íéçðåî øôñî úøãâäá ìéçúð .(Zorn’s lemma) ïøåö ìù äîìä 6.46ïøåö ìù äîìä 6.46ïøåö ìù äîìä 6.46
ìëìå D ∈ W íà W ìù éáøéî øáéà àø÷ð D .A ⊆ C A ∈ W ìëì íà W ìù ìéòìî íñç úàø÷ð C

.A = D æà A ⊇ D íà A ∈ W

äøåãñäå W -ì úé÷ìçä ä÷éø àì U äöåá÷ ìëìù êë úåöåá÷ ìù ä÷éø àì äöåá÷ W éäú :äîìä úðòè
.D éáøéî øáéà W -á íéé÷ æà .W -á ìéòìî íñç ùé ⊆ äô÷ää ñçé é"ò

ìù íéçåúôä íéòè÷ä ìë úöåá÷ W éäú .à .ïøåö ìù äîìä çåñéðá íéòéôåîä íéçðåîì úåàîâåã 6.47ïøåö ìù äîìä çåñéðá íéòéôåîä íéçðåîì úåàîâåã 6.47ïøåö ìù äîìä çåñéðá íéòéôåîä íéçðåîì úåàîâåã 6.47
.x > 0 øùàë (0, x] = {z | 0 < z ≤ x} íéøåâñ-éöçäå (0, x) = {z | 0 < z < x} íééùîî íéøôñî

.⊆ äô÷ää ñçé é"ò éøîâì äøåãñ úàæ äöåá÷ úåàøì ì÷ù éôë
äøåãñ äðéà úàæ äöåá÷ .x > 0 øùàë [0, x] íéøåâñäå (0, x) íéçåúôä íéòè÷ä ìë úöåá÷ W éäú .á
.äéðùä úà äôé÷î äðéà W -ì úåëééùä [0, 1] -å (0, 2) úåöåá÷ä éúùî úçà óà éë äô÷ää ñçé é"ò éøîâì
íééáøéîä íéøáéàä .0 < b − a ≤ 1 -ù êë (a, b]-å [a, b) íéçåúô éöçä íéòè÷ä ìë úöåá÷ W éäú .â

.(a, a + 1] -å [a, a + 1) íéòè÷ä ìë íä W ìù
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,ìùîì .éáøéî øáéà óà äì äéäé àìù íâ ïëúéå ,íéáø íééáøéî íéøáéà úåéäì íéìåëé W äöåá÷ì
äöåá÷ W íà .{0, 2} -å {0, 1} íä W = {{0}, {1}, {0, 1}, {0, 2}} äöåá÷ä ìù íééáøéîä íéøáéàä
,úàæ úîåòì .W ìù íééáøéî íéøáéà íä W ìù íé÷éø-àìä íéøáéàä ìë æà úåâåæá íéøæ äéøáéàù

.éáøéî øáéà ïéà íééòáè íéøôñî ìù úåéôåñä úåöåá÷ä ìë ìù W äöåá÷ì
úåéá÷ò ïäùå Γ úà úåôé÷îä L-á ∆ íé÷åñôä úåöåá÷ ìë úöåá÷ W éäú :úåðúòãä úîì úçëåä êùîäúåðúòãä úîì úçëåä êùîäúåðúòãä úîì úçëåä êùîä
íà éë äúò äàøð .Γ ∈ W éë ä÷éø äðéà W .ïøåö ìù äîìä éàðú éøçà úàìîî W éë äàøð .úéîå÷î
úåéä .U ìù ìéòìî íñç àåä

⋃
U éë øåøáå ,

⋃
U ∈ W íâ æà ⊆ é"ò éøîâì äøåãñ U -å ∅ 6= U ⊆ W

.úéîå÷î úéá÷éò
⋃

U ãåçéàä úîì éôì .
⋃

U ⊇ Γ íâ ïëì Γ úà óé÷î äìù øáéà ìëå ä÷éø äðéà U -å
éàðú éøçà úîéé÷î W éë åðçëåä êëá .

⋃
U ∈ W ïëìå W -ì úåëééùä éàðú ìë øçà úàìîî

⋃
U êë

.úéðúòã íé÷åñô úöåá÷ ∆ éë äàøð .∆ éáøéî øáéà W -á ùé ,ïøåö ìù äîìä éôì ,ïëì .ïøåö ìù äîìä
ïëìå ,úéîå÷î úéá÷éò àéä ∆∪ {¬φ} -å ∆∪ {φ} úåöåá÷ä úçà L ìù φ ÷åñô ìëì ,äôñåää úîì éôì
φ ∈ ∆ ïëìå ,∆ ∪ {¬φ} = ∆ åà ∆ ∪ {φ} = ∆ íéé÷ W -á úéáøéî äöåá÷ ∆-ù ïååéëî .W -á àéä íâ

.ùøãðë Γ úà äôé÷îä úéîå÷î úéá÷éò úéðúòã äöåá÷ ∆-å ,¬φ ∈ ∆ åà
úðúéð Γ úåðúòãä úîì éôì .úéîå÷î úéá÷éò íé÷åñô úöåá÷ Γ éäú .úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåä 6.48úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåä 6.48úåéè÷ôîå÷ä èôùî úçëåä 6.48
Γ äöåá÷ä-úú íâ ïëìå ,úéá÷éò àéä Γ∗ 6.42 äîì éôì .úéðúòãå úéîå÷î úéá÷éò Γ∗ äöåá÷ì äáçøäì

.úéá÷éò àéä äìù


